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Problema pavarii



O tabla cu o gaura

Tabla are 2" x 2" patratele; unul singur
lipseste.

Piesele: triominouri Tn L, in oricare dintre
cele patru pozitii.

Intrebare

Putem acoperi restul tablei fara su-
prapuneri si fara goluri?
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incercati, in perechi

Tabla 2 x 2 Tabla 4 x 4
pentru fiecare pozitie a gaurii gaura pe margine, apoi in interior

Ce se schimba atunci cand mutam gaura?

Cursul 1- Inductie, recursivitate si verificarea argumentelor 3/23



Numararea: o conditie necesara, nu suficienta

O pavare cu p piese acopera 3p patratele, deci
3p=4"-1.

Conditie necesara: 3 | 4" - 1.

Dar tabla 3 x 3 nu se poate pava, desi are 9
patratele:

= un triomino acopera cel mult un colt;
= colturile sunt &, piesele doar 3.

Ideea

Numararea poate exclude o pavare. Ca sa aratam ca una exista, avem nevoie
de o constructie.
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Cursul 1- partea 2

Inductia



Principiul inductiei

Principiul inductiei

Daca baza P(n,) este adevarata si pasul inductiv P(R) = P(k + 1) este demon-
strat pentru orice k 2 ny, atunci P(n) este adevarata pentru orice n 2 ny,.

pasul inductiv

W P(ny+1) ]-»[ P(ny+2) J-» —>[ P(R) ]—»[ P(k+1) J—»

baza

In pas demonstram o implicatie: presupunem P(R) (ipoteza de inductie) si
deducem P(k + 1). O singura veriga lipsa rupe lantul.
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Un prim exemplu

Afirmatie
Pentru orice n € N, numarul 4" - 1 este divizibil cu 3.

Baza. 4° - 1 = 0 este divizibil cu 3.

Pasul inductiv. Presupunem 3 | 4* - 1. Atunci

T N (L N

ipoteza de inductie

Ambii termeni sunt divizibili cu 3, deci 3 | 4%7 - 1.
La orice demonstratie prin inductie: indicati exact randul in care folositi ipoteza.
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Ce afirmam, exact?

Teorema pavarii
Pentru orice n 2 1 si orice patratel d al tablei 2" x 2", tabla fara d se poate
pava cu triominouri in L.

Afirmatia transmisa de la un pas la altul:

P(n) : pentru orice gaura d, tabla 2" x 2" fara d se poate pava.

= Pavarea poate depinde de d.
= Baza n = 1: cele trei patratele ramase formeaza un L.
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INTREBARE

Cum reducem tabla 2%" x 2
la table 2% x 2F?



Pasul inductiv

1. Tmpartim tabla in patru cadrane
2k x 2k,
2. Un singur cadran contine gaura d.
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Pasul inductiv

1. Tmpartim tabla in patru cadrane
2k x 2k,

2. Un singur cadran contine gaura d.

3. Punem un L pe cele trei patratele

‘I centrale din celelalte cadrane.
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Pasul inductiv

1. Tmpartim tabla in patru cadrane
2k x 2k,
2. Un singur cadran contine gaura d.
3. Punem un L pe cele trei patratele
centrale din celelalte cadrane.
4. Acum fiecare cadran are exact un
patratel indisponibil: aplicam P(R) de
patru ori.
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Pasul inductiv

1. Tmpartim tabla in patru cadrane
2k x 2k,
2. Un singur cadran contine gaura d.
3. Punem un L pe cele trei patratele
centrale din celelalte cadrane.
4. Acum fiecare cadran are exact un
patratel indisponibil: aplicam P(R) de
patru ori.

5. Reunim: cadranele sunt disjuncte, iar
pavarile evita piesa centrala.

Rezulta P(k + 1).
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Demonstratia construieste pavarea

Aplicam pasul in fiecare cadran, apoi in
fiecare sfert de cadran.

M piesa centrala a tablei: 1

M piesele centrale ale cadranelor: 4

M piesele din blocurile 2 x 2: 16

Total: 1+4+16 =21 = (4° - 1)/3.

Ideea

O demonstratie prin inductie poate fi
citita ca un algoritm.
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De ce ,orice gaura”"?

Incercam sa demonstram doar cazul in
care gaura este in centru.

Dupa piesa centrala, fiecare cadran are
patratelul indisponibil intr-un colt.

Pentru cadrane de latura = 4, ca aici,
ipoteza ,gaura este in centru” nu se
aplica niciunui cadran: pasul esueaza.

Ideea

O afirmatie mai tare are si o ipoteza
de inductie mai tare.

Cursul 1- Inductie, recursivitate si verificarea argumentelor 1/23



Uneori, mai tare inseamna mai usor

Exemplu
n

Pentrus, = Z — avems, < 2 pentru oricen 2 1.
J=1

Direct: din s, < 2 nu rezulta s, + 2.

L <
(R+1)?

A . 1
Intarim afirmatia: s, € 2 - —. Baza: s; = 1 = 2 - 1. Pasul:
n

1 1 1 1
Spe1 S2-— + <2- , deoarece < .
R (R+ 1) kR +1 (R+1)*  R(R+1)

Acelasi fenomen ca la pavare: ipoteza trebuie sa poata fi folosita in pas.
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Inductia tare si inductia structurala



Inductia tare

Principiul inductiei tari
Daca P(n,) este adevarata si, pentru orice R 2 ny,

P(ng), P(ng + 1),...,P(R) = P(k+1),

atunci P(n) este adevarata pentru orice n 2 nj,.

60

In pas putem folosi toate cazurile mai PN

mici, nu doar cazul k. 6 10

Nu este un principiu nou: aplicam inductia / \ / \
obisnuitd afirmatiei ,P(n), ..., P(R) sunt 23 25
adevarate”. 60 = 6 - 10 foloseste cazurile 6 si 10
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Orice n > 2 este un produs de numere prime

Baza. 2 este prim.
Pasul. Presupunem afirmatia pentru totimcu2 < m < k.
= Daca k + 1 este prim, am terminat.
= Altfelk+1=abcu2<asksi2<sbsk
= Ipoteza se aplica si lui g, si lui b; inmultim descompunerile.

Atentie
Am demonstrat existenta. Unicitatea (teorema fundamentala a aritmeticii) cere
un argument suplimentar: lema lui Euclid.
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Buna ordonare si contraexemplul minimal

Principiul bunei ordonari
Orice submultime nevida a lui N are un cel mai mic element.

Metoda: presupunem ca afirmatia are contraexemple, il alegem pe cel mai mic si,
folosind faptul ca toate cazurile mai mici sunt adevarate, ajungem la o
contradictie.

Din nou factorii primi

Fie m cel mai mic intreg > 2 fara descompunere. Nu este prim, deci m = ab
cu2 < a,b < m. Prin minimalitate, a si b au descompuneri, deci si m are.
Contradictie.
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Expresii definite recursiv

1. Orice variabila x, y, z, ... este o expresie.

2. Daca U, V sunt expresii, atunci (U * V)
este o expresie.

3. Nimic altceva nu este expresie.

v(E) = numarul aparitiilor de variabile
o(E) = numarul aparitiilor lui x

Cat sunt v si o pentru (x x x)?
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X// \\Z

v = 4,0 = 3, dar numai trei nume
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Inductie structurala

Propozitie
Pentru orice expresie E:  v(E) = o(E) + 1.

Obiectelede baza. E=x: v=1,0=0.
Regula de constructie. E = (U * V), cu U si V avand proprietatea:

V(E) = v(U) + v(V) = (o(U) + 1) + (o(V) + 1) = o(E) + 1.
Ideea

Proprietate adevarata pentru obiectele de baza si pastrata de fiecare regula =
adevarata pentru toate obiectele.
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Proceduri recursive si audit



Procedura PAVEAZA(T, d)

Intrare: tabla de latura 2', r 2 1, cu un patratel indisponibil d.

1. Daca r = 1: asaza singurul L posibil si opreste-te.
2. Altfel: imparte in cadrane si asaza piesa centrala.
3. Apeleaza PAVEAZA pentru fiecare cadran, cu patratelul sau indisponibil.

Corectitudine Terminare

Invariant: fiecare apel primeste o Masura r - 1 € N scade la fiecare
tabla cu exact un patratel indispo- apel. Apeluri = piese = "3_‘1

nibil.
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Ce ramane adevarat? Ce scade?

Algoritmul lui Euclid, pentru a, b € N, nu ambele nule

Euclid(a, b) = | b=0,
ucli = .
' Euclid(b, a mod b), b > 0.
Invariant: Masura: 0 < a mod b < b; al doilea
cmmdc(a, b) = cmmdc(b, a mod b). argument scade strictin N.

Ideea
Doua obligatii independente: un invariant nu garanteaza oprirea, iar oprirea
nu garanteaza un rezultat corect.
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Toti caii au aceeasi culoare?

_____________

Pentru k + 1 cai: scoatem primul cal, apoi ultimul. o
Fiecare grup de k cai este monocrom. ,Grupurile !

au cai in comun”, deci toti au aceeasi culoare.
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Pentru k + 1 cai: scoatem primul cal, apoi ultimul. o
Fiecare grup de k cai este monocrom. ,Grupurile !

au cai in comun”, deci toti au aceeasi culoare. T

Intersectia {2, ..., R} are k - 1 elemente: vida

pentruk = 1. N
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Toti caii au aceeasi culoare?

_____________

Pentru k + 1 cai: scoatem primul cal, apoi ultimul. o
Fiecare grup de k cai este monocrom. ,Grupurile !

au cai in comun”, deci toti au aceeasi culoare. T

Intersectia {2, ..., R} are k - 1 elemente: vida

pentruk = 1. N
Implicatia P(1) = P(2) lipseste. Lantul se @ ¢ '
rupe chiar la prima veriga.
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Experiment si demonstratie

Valorile lui n? + n + 41 pentrun =0, 1,...,39 sunt toate prime:

41 43 47 53 61 vl 83 97

151 173 197 223 251 281 313 347
461 503 547 593 641 691 743 797
971 1033 1097 1163 1231 1301 1373 1447

n=40: 40%+40+ 41 = 1681 = 41°

113
383
853
1523

Patruzeci de verificari reusite nu demonstreaza afirmatia; un singur

contraexemplu o infirma.

Cursul 1- Inductie, recursivitate si verificarea argumentelor

131
421
M
1601

21/23



Cum citim o demonstratie prin inductie

1.
2.
3.
4,
5.
6.

Care este P(n), cu toate cuantificarile, si de la ce indice porneste?

Este baza verificata pentru indicele initial corect?

Este pasul demonstrat pentru orice k din domeniu, inclusiv pentru primul?
Unde se foloseste ipoteza de inductie si de ce se aplica?

Sunt tratate toate cazurile? Ce justifica reunirea rezultatelor?

Daca este o procedura: ce scade si de ce se opreste?

Ideea

Aceleasi intrebari pentru un argument al unui coleg, dintr-o carte sau de la un
asistent Al.
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Pentru seminarul SO1

Pentru toata lumea Apoi, la alegere

= S1.1: 0 suma, doua explicatii = S1.4: inductie care produce un
= S1.2: functii, injectii, cutii algoritm

= S1.3: alegeri din {1, ..., 2n} = S1.6: atelier de audit

L o ) = S1.7: coduri Gray si paritate
Pagina ,Inainte de seminar” contine tot

ce trebuie din cursul 2.
La seminar

Aduceti incercarile voastre: o idee, un caz mic verificat si locul exact in care
v-ati blocat.
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