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Quiz - trei minute

Din tabla 5 x 5 scoatem un singur patratel. Pentru cate
dintre cele 25 de pozitii ale gaurii se poate pava restul
tablei cu triominouri in L?

A. Pentru toate: raman 24 de patratele, iar 3 | 24.

B. Pentru exact 9 pozitii.

C. Numai pentru gaura din centru.

L J 1 r D. Pentru niciuna: 5 nu este o putere a lui 2.

Pe o foaie scrieti numai numele si litera aleasa.
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Descrieri si obiecte



Cate piese are un joc de domino?

e o
e o
-
Y
(X X ]
(X X ]

[ X X J
-/

intrebare

Pe fiecare jumatate a unei piese se afla intre 0 si 6 puncte. Un joc complet
contine fiecare piesa posibila exact o data. Cate piese are jocul?
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O prima numarare

e
—

(2,5) (5,2)

Descriem o piesa prin perechea (a,b),cu0 <a,b < 6: 7-7 =49 de perechi.

. - . .. .. 49 .
Fiecare piesa este numarata de doua ori, deci jocul are ? = 24,5 piese?
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O prima numarare

e
—

(2,5) (5,2)

Descriem o piesa prin perechea (a,b),cu0 <a,b < 6: 7-7 =49 de perechi.

. - . .. .. 49 .
Fiecare piesa este numarata de doua ori, deci jocul are ? = 24,5 piese?

Unde este greseala?
Piesa (3, 3), intoarsa, ramane (3, 3): dublele au o singura descriere.
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Dublele au o singura descriere

Cursul 2 - Numarare, bijectii si principiul cutiei

B diagonala: 7 duble, cate o descriere

deasupra diagonalei: celelalte 21 de
piese

sub diagonala: a doua descriere a
acelorasi piese

49=7-1+21-2,
deci jocul are 7 + 21 = 28 de piese.

Exact cate gasiti intr-o cutie de domino.
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Si daca impartirea da un numar intreg?

I N . . —_ 8
Identificam un sir binar de lungime 3 cu sirul citit invers: 001 ~ 100. > 47

{000} {010} {101}

{111} [ {001, 100} ][ {011,110} ]

Sunt sase obiecte: cele patru palindroame au o singura descriere, ca dublele de
domino.

Un cat intreg nu dovedeste ca impartirea este corecta.
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- ° o

inaintea oricarei impartiri

?

1 uitam ce nu conteaza
descrieri J >

obiecte

Doua intrebari

Ce numaram: descrieri sau obiecte?
Cate descrieri are fiecare obiect?

Raspunsul la a doua intrebare decide daca avem voie sa impartim.
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Suma si produsul



Doua reguli si obligatiile lor

Regula sumei
Daca A,, ..., A, sunt doua cate doua disjuncte, atunci

|A7 U UAL] = [Aq] + o+ [Ag].

Cazurile acopera tot? Sunt disjuncte?

Regula produsului

Fiecare obiect se obtine printr-o succesiune unica de k alegeri. Daca pasul i
are exact r; posibilitati, oricare ar fi alegerile anterioare, numarul obiectelor
este I’1I’2 b rk.

Lista posibilitatilor se poate schimba; numarul lor, nu.
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Numere de trei cifre distincte

cifra sutelor cifra zecilor cifra unitatilor
posibilitati 9 9 8

fara 0 # prima, inclusiv0  # primele doua

9-9-8=0648

intrebare

Cifrele permise la al doilea pas depind de prima alegere. De ce putem totusi
inmulti?
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INCERCATI

Cate numere de trei cifre distincte sunt pare?



Unde nu se mai aplica regula produsului

Sute, zeci, unitati Unitati, sute, zeci
Cifra unitatilor: 5, 4 sau 3 posibilitati, Cifra sutelor: 9 posibilitati daca ultima
dupa cate cifre pare au fost folosite. cifra este 0, altfel 8.
9-9-5numara prea mult. Tot nu este constant.
Remediul

Schimbam ordinea alegerilor sau impartim in cazuri in care numarul posibili-
tatilor devine constant.
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Cazuri, apoi produs

unitati sute zeci total

ultima cifra 0 1 9 8 72
ultima cifra 2, 4, 6, 8 4 8 8 256
numere pare 328

Verificare
Impare: 5 - 8 - 8 = 320, fara cazuri. Impreuna: 328 + 320 = 648.
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Cursul 2 - partea 3
Bijecti



Cum certificam o bijectie

~__
g

g(f(a)) = a pentru oricea € A f(g(b)) = b pentru orice b € B
= f este injectiva = f este surjectiva

Nu ajunge o singura egalitate: daca f adauga mereu un 0, iar g sterge ultima cifra,
atunci g(f(u)) = u, dar f(g(01)) = 00.
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Submultimi si siruri binare

Fixam o ordine: E = {e;, ..., e,}.

S ={ey, 5} 1010

S={ei:b,’=1}

O multime cu n elemente are 2" submultimi.

Numarul elementelor lui S = numarul cifrelor 1 din sir.
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Bitul de paritate

lungime 2 numar par de 1
00 — > 000
01 — 011
10— 101

1M1 —>110

intrebare
Ce cifra adaugam sirului 1011?
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Propozitie
Pentru n > 1, exact 2" siruri binare de
lungime n au un numar par de cifre 1.

f: adauga cifra care face par numarul
cifrelor 1.
g: sterge ultima cifra.
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Demonstratia: ambele compuneri

= g(f(u)) = u: stergem exact cifra adaugata.

= f(g(v)) = v: daca v are un numar par de cifre 1, ultima sa cifra este impusa de
primele n - 1.

= n="T:sirulvid = 0. n=0:un singur sir (vid), cu zero cifre 1; formula nu se
aplica.

Transmiterea datelor

Daca se altereaza o singura cifra, numarul cifrelor 1 devine impar: eroarea este
detectata, chiar daca nu stim unde s-a produs.
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Fibre si impartiri



Fibrele unei functii

fie inversabila.

Descrieri — obiecte: fibrele sunt clasele Y
de echivalenta ale descrierilor, iar f este

proiectia canonica; nicio fibra nu este

vida.

Pentru f: X - Ysiy €,
FUy) = {xe X : f(x) =y}
X
In general, o fibra poate fi vida (ca
deasupra lui y5); notatia nu cere ca f sa
[ J [ J [ J [
Vi Yo Y3 Yy

Fibre de marimi 2,1, 0, 3.
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Formula fibrelor

Teorema
Pentru orice functie f: X — Yintre multimi finite,
X1 =D I W.
yeY

Fibrele acopera X si sunt doua cate doua disjuncte.
Regula impartirii
Daca fiecare fibra are exact r = 1 elemente, atunci |X| = r|Y], deci |Y] = |X]|/r.

Ipoteza priveste toate elementele lui Y. Daca doar fibrele nevide au cate r
elemente: |X| = r|f(X)].
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La masa rotunda

Ne intereseaza doar vecinul din dreapta al
N fiecaruia.

ABCD, BCDA, CDAB, DABC: aceeasi asezare.

e n > 1 persoane distincte
Fiecare asezare are exact n liste:

n =(n-1).
n

Fara impartire: citim mereu de la A, un reprezentant canonic al fiecarei fibre.
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inapoi la domino si la siruri

( domino siruri de lungime 3
49=7-1+21-2 8=4-1T+2-2

Impartirea la 2 cerea ca toate fibrele sa aiba doua elemente.

Reprezentantul canonic al unei piese: (a, b) cu a < b, adica cele 28 de casute de
pe diagonala si de deasupra ei.

In notite: o involutie cu F puncte fixe are (|X| + F)/2 clase. La domino,
(49 +7)/2 = 28.
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Principiul cutiei



Raspunsul la quiz: B

Orice triomino Tn L sta intr-un
patrat 2 x 2, care contine exact un
patratel special.

Cele 8 piese acopera cel mult 8
dintre cele 9, deci gaura este
speciala (ca la colturile tablei

o 3 x3).
cele 9 patratele R _ ' - _
speciale gaura in centru Fiecare dintre cele 9 pozitii admite
o pavare.

A: conditie necesara, nu suficienta. D: teorema nu spune nimic despre alte table.
Pe tabla 7 x 7 merge orice pozitie a gaurii.
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Cea mai mare fibra

Principiul cutiei
Daca f: X = Y, |X| = Nsi|Y] = m 2 1, atunci o fibra are cel putin [N/m]
elemente. Daca N > m, f nu este injectiva.

SN N O N I Y

Demonstratia. Fie M marimea celei mai mari fibre. Formula fibrelor da

N=D 1wl smm,

yey
deci M = N/m; fiind intreg, M > [N/m].
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Marginea nu poate fi imbunatatita

ey o) e

N = 7 obiecte, m = 3 cutii: [7/3] =3

Distributia cea mai uniforma

Scriem N = gm+s,cu0 < s < m: cate g + 1 obiecte in s cutii, cate g in celelalte.
Cea mai plina cutie are exact [N/m] obiecte.

Forma simpla (N > m) a aparut in $1.2: in produsul m(m - 1) - (m - N + 1) apare
factorulm -m = 0.
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Alegem cutiile: puncte cu coordonate intregi

Dintre oricare cinci puncte cu coordonate
® intregi, doua determina un segment al
carui mijloc are coordonate intregi.
o  J
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Alegem cutiile: puncte cu coordonate intregi

Dintre oricare cinci puncte cu coordonate
® intregi, doua determina un segment al
carui mijloc are coordonate intregi.

) ¢ ,x’ Cutiile: paritatile coordonatelor, patru
mijtocul (2,1) o @ valori. Aceeasi paritate = X, + X, Si y; + >
pare.
o Patru puncte nu ajung:

(0,0),(1,0),(0,1),(1,1).

Arta alegerii cutiilor
Putine etichete, ca sa fortam o coincidenta; o coincidenta care spune ceva util.
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Cursul 2 - partea 6

O provocare



Olimpiada Internationala de Matematica, 1972

Problema 1

Din orice multime de zece numere naturale distincte, de cate doua cifre, se pot
alege doua submultimi disjuncte si nevide cu aceeasi suma a elementelor.

De exemplu, pentru {10, 11, ..., 19}

Dar pentru
{25, 40, 50, 60, 71, 77, 80, 82, 83, 84}7?

Si pentru orice alta multime de zece numere? Avem nevoie de un argument, nu de
0 cautare.
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Olimpiada Internationala de Matematica, 1972

Problema 1

Din orice multime de zece numere naturale distincte, de cate doua cifre, se pot
alege doua submultimi disjuncte si nevide cu aceeasi suma a elementelor.

De exemplu, pentru {10, 11, ...,19} {10, 13}si {11,12}.

Dar pentru
{25, 40, 50, 60, 71, 77, 80, 82, 83, 84}7?

Si pentru orice alta multime de zece numere? Avem nevoie de un argument, nu de
0 cautare.
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Cate submultimi? Cate sume?

. 90 + 97 + - + 99 = 945,
submultimi
210 _ 1024 1024 > 946: functia ,suma elementelor”
nu este injectiva.
suma
Ideea
sume posibile Exista doua submultimi distincte,
0,1,..,945: 946 A # B, cu aceeasi suma.

Inca nu am terminat: A si B pot avea elemente comune.

Cursul 2 - Numarare, bijectii si principiul cutiei 26/32



Eliminam elementele comune

A B A'=A\B, B =B\A.

Scadem din ambele sume suma lui A n B:
A’ si B" au aceeasi suma si sunt disjuncte.

Nevide? Daca A’ = @, suma lui B’ este 0;
numerele fiind pozitive, B’ = @, deci A = B.

Ipoteze folosite: zece numere (21° submultimi); doua cifre (sume marginite);
numere pozitive (submultimi nevide).
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PENTRU CURIOSI

Este nevoie de zece numere?



Noua numere? Opt numere?

Noua numere

2° = 512 submultimi, dar sumele
pot fi oricare dintre 0, 1, ..., 855:
principiul cutiei nu ajunge.

Afirmatia ramane totusi adevarata;
un argument cu varianta va aparea
mai tarziu in curs.

Opt numere

Afirmatia este falsa: cele 256 de
sume ale submultimilor lui

{40, 60, 71,77, 80, 82, 83, 84}

sunt toate distincte.

Contraexemplul este un certificat: se verifica prin calculul celor 256 de sume.
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Problema lui Erdés (deschisa)

Numerele naturale nenule a; < - < a, au proprietatea ca submultimi diferite au
sume diferite. Cat de mic poate fi a,,?

L . 2" -1
Principiul cutiei: a, 2 .

n 2" cel maimica, n

b8 73,567} Conjectura lui Erdds

8 128 84 a, = c-2" pentru o constanta ¢ > 0.

9 256 161 Premiu: 500 de dolari. Problema este
deschisa.

Puterile lui 2 merg, dar nu sunt optime. lar 161 > 99: inca un motiv pentru care
noua numere de doua cifre ajung.
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Un argument de auditat

Un coleg propune
Cate numere de trei cifre au cifrele strict crescatoare? Fiecare multime de trei
cifre distincte apare in 3! = 6 numere, dintre care unul are cifrele crescatoare.
Deci 648/6 = 108.
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Un argument de auditat

Un coleg propune

Cate numere de trei cifre au cifrele strict crescatoare? Fiecare multime de trei
cifre distincte apare in 3! = 6 numere, dintre care unul are cifrele crescatoare.
Deci 648/6 = 108.

Functia numar = multimea cifrelor: fibre de 6 elemente pentru multimile fara 0,

dar doar de 4 pentru cele cu 0.

648 =6 -84 + 4 - 36.
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Un argument de auditat

Un coleg propune

Cate numere de trei cifre au cifrele strict crescatoare? Fiecare multime de trei
cifre distincte apare in 3! = 6 numere, dintre care unul are cifrele crescatoare.
Deci 648/6 = 108.

Functia numar = multimea cifrelor: fibre de 6 elemente pentru multimile fara 0,
dar doar de 4 pentru cele cu 0.

648 =6 -84 + 4 - 36.

Multimile cu 0 nu dau niciun numar crescator: raspunsul este 84. Inca un cat
intreg care nu dovedea nimic.
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Patru intrebari de audit

1. Obiectele: ce numaram si cand sunt doua descrieri acelasi obiect?

2. Descompunerea: cazuri care acopera tot si sunt disjuncte; la produs, acelasi
numar de posibilitati.

3. Corespondenta: inversa verificata in ambele sensuri sau fibre de marime
cunoscuta?

4. Cazurile-limita: valori mici, multimea vida, marginea ipotezelor.

Bilet de iesire
Cate piese ar avea un joc de domino cu 0-9 puncte pe fiecare jumatate? Justi-
ficati in doua randuri.
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