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Quiz - trei minute

Cate numere de trei cifre au cifrele in ordine strict descrescatoare, cum sunt 952
sau 3107

A. 84, ca si numerele cu cifrele strict crescatoare.
B. 108 = 648/6.

C.120.

D.720=10-9-8.

Pe o foaie scrieti numai numele si litera aleasa.
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Drumuri si submultimi



Cate drumuri?

(5.3)

| intrebare
Un drum de lungime minima de

la (0,0) la (5,3) are opt pasi, spre
dreapta sau in sus. Cate asemenea
°* drumuri exista?

(0,0)

Ce descriere a unui drum face numararea usoara?
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Trei descrieri, aceeasi informatie

pogitiile lui S
drumul <—>| DDSDSDDS |«<—> {3,5, 8}

Un sir de 8 litere cu exact 3 litere S «— o submultime cu 3 elemente a lui
{1,..,8}

Ideea
Numarul drumurilor este numarul submultimilor cu 3 elemente ale unei
multimi cu 8 elemente: (3).
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Coeficientul binomial

Definitie
(") este numarul submultimilor cu k elemente ale unei multimi cu n elemente.

k
Pentru k < 0 sau k > n: (;) = 0.

Listele de k elemente distincte: n(n - 1)+ (n - k + 1). Functia ,uita ordinea” are
toate fibrele de marime R!:

n\ nn-1)-(n-kr+1 !
= ( ) ) = L (0 < k<n).
k Rl k(N - R)!
-7 - . . e . .
() = 875 _ 56 de drumuri. k = 0: lista vida, submultimea vida, 0! = 1.
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Raspunsul la quiz: C

Un numar cu cifrele strict descrescatoare este determinat de multimea cifrelor
sale: {0, 1,3} » 310.

Orice multime de trei cifre distincte da exact un asemenea numar (cea mai mare

cifra nu este 0):
10 10-9 .
_10-9-8 .50
3 3!

Comparatie: cifre strict crescatoare (cursul 2)
Multimile care contin 0 nu dau niciun numér: (3) = 84.

A: simetrie presupusa; B: 648/6, fibre inegale; D: liste ordonate.
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Doua proprietati citite pe obiecte

Complementul Toate submultimile
S — complementul lui S este o Impartite dupa marime:
bijectie: .
n
M = n . Z( ) = 2n.
R n-R k=0 R
Pe drumuri: schimbam D cu S. Sirurile binare din cursul 2.

Niciun factorial nu a fost necesar: ambele egalitati se citesc pe obiecte.

Cursul 3 - Dubla numarare si coeficientii binomiali 7128



Identitatea lui Pascal



(4,3) Un drum ajunge in (5, 3) fie din (4, 3), fie
2 din (5, 2):
T(S, 2) 8\ [7\ [7
o)-6)-2
56 = 35+ 21.

intrebare
Acelasi argument, pentru submultimile cu k elemente ale lui [n]?
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Identitatea lui Pascal

Teorema
Pentru n 2 1 si orice intreg k,

()6
(scinl, IS = k|

negsS: Scin-1] (”,;1)‘ (n € S: Sfaran, (Zj)‘

N

Clasele sunt disjuncte si acopera familia; k = 0 sau k = n: o clasa este vida.
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0 demonstratie devine o reteta

PentruO0 < kR < n:

C(n, k) =C(n-1,k) u {Tuln}: Tec(n-1,kr-1)

Procedura pentru (n, R)
kR <0sauk >n:nimic. kR=0:doar@. k=n>0:doar][n].
Altfel: lista pentru (n - 1, R), apoi lista pentru (n - 1, k - 1), cu n adaugat.

Cain cursul 1: demonstratia pavarii a devenit o procedura de pavare.
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Cazul (4, 2)

4LegsS LeS$S
{1,2}, {1,3} {2,3} {1,4}, {2,4}, {3,4}

intrebare
De ce procedura se termina, produce toate submultimile si nu repeta niciuna?

A sti cate obiecte sunt si a le produce pe toate sunt sarcini diferite.
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O multime, doua numarari



Care este multimea comuna?

AnB=0,|Al=p,|B| =g

F={SCAuB: |S|=r}

Direct: |F| = (7).

A doua numarare: clasificam dupaj = |SnAJ; atunci |SnB| =r -j.

Ideea
Clasa j: perechile (Sn A, S n B), cuinversa ,reuniunea”: (7)(;71) elemente.
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Identitatea lui Vandermonde

Teorema
Pentrup,q,r 2 0,

[)2 0

Dubla numarare cere: multimea comuna, clasele disjuncte care o acopera si
sensul fiecarui termen.

Termenii imposibili (j > p sau r -j > g) sunt zero prin conventie.
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Pe drumuri: punctul de traversare

B Un drum spre (4, &) traverseaza dreapta
.,&J X +y =4 exact o data, in (j, 4 - j).

Cele doud bucati: (j‘) si (4:.) = (j’)
\\\\\ 4 4 2 8
Z(_):1+16+36+16+1:70:().
— M j=0 \J 4

N 2 . . o S
in general: ¥ ()" = ™. pitratul are un sens: doui bucati din multimi disjuncte.
J\j n ; ;
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Pentru acasa: crosa de hochei

intrebare

Numarati submultimile cu k + 1 elemente ale lui [n + 1] dupa cel mai mare
element si demonstrati

(3] 653)

Spuneti intdi care este multimea comuna si ce numara fiecare termen.
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Stele si separatoare



Obiecte identice, cutii etichetate

N obiecte identice in m > 1 cutii etichetate; cutiile goale sunt permise.

(X5 eee s Xpm),s x; €{0,1,2,..}, Xq + -+ Xy, = N.

(2,0,3) si (0,2,3)

intrebare
De ce sunt distributii diferite? Ce informatie trebuie codificata?
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Un vector devine un sir

(2,0,3,1) >  x% || xx*x | *

N stele si m - 1 separatoare. Doua separatoare alaturate: o cutie goala
Cititi sirul | xx |: ce vector este?
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Teorema stelelor si separatoarelor

Teorema
Pentru N 2 0 si m 2 1, numarul solutiilor intregi nenegative ale ecuatiei

Xq + -+ X, = N este
N+m-1 N+m-1
m-1 ] N

Vector — sir, sir - vector (blocurile goale incluse): inverse una alteia.

Un sir = pozitiile celor m - 1 separatoare printre N + m - 1 pozitii.
N = 0: numai separatoare; m = 1: numai stele; N = 0, m = 1: sirul vid, (8) = 1.
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Praguri minime

Opt jetoane identice, trei cutii etichetate:
10
X;+X,+X3=8, x,20 = = 45.
Fiecare cutie primeste macar un jeton: y; = x; - 1,

7
Vi+Yy+y3=5¥20 = ()=21-

Ideea
Pragurile x; 2 a; dispar prin translatie: ramane suma N - ¥ a; (daca este 2 0).

O limita superioara, x; < 3, nu dispare: cursul 4.
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Alegeri cu repetitie

r elemente din [n], cu repetitie, fara ordine = multiplicitatile x; + =+ x, = 2

n+r-1
( )alegeri.
r

Reprezentant: 1 < a, < - <a, <n. Altacodificare: b; =a; +i -1,
1<by<by<=<b,sn+r-1.
(1,1,3) — (1,2,5), inversa:a; =b;-i+1.

Stele: (1,1,3) este xx || * sau submultimi ale lui [n + r - 1]: acelasi numar.
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Dominoul revine

O piesa = o alegere cu repetitie a doua numere dintre 0,1,...,6: n =7,r = 2.

(a,b), asb +~» (a,b+1),a<b+1<7.

7+2-1 8 .
(D)=L 28
2 2 2

Acum impartirea la 2 este legitima: toate perechile de numere distincte au doua
ordonari. Dublele nu mai trebuie separate.

Cursul 3 - Dubla numarare si coeficientii binomiali 21/28



Un argument de auditat



,impartim la r, fiindca ordinea nu conteaza”

Pentru n = r = 2: sirurile 11,12, 21, 22; calculul propus da 2%/2! = 2.

Fibrele au marimile 1,2, 1: impartirea presupune ca fiecare alegere are r!
descrieri.
T r! -
O alegere cu multiplicitatile x;, ..., x,, are — descrieri.
X-I.“’ Xn.

n+r—1)

Corect: ( (i) = 3. Un cat intreg nu certifica nimic.
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Provocare: buletinele de vot



INCERCATI

A a obtinut 3 voturi, B a obtinut 2. Buletinele se numara intr-o
ordine aleatoare. In cate dintre cele 10 ordini este A strict in
frunte pe tot parcursul numararii?



Cazuri mici

a =3, b = 2: zece sirurj; a=2,b=1:treisiruri
bune: AAABB, AABAB. bun: AAB. 1
AABBA: egal dupa patru buletine. g
2.1
1 5

intrebare
Ghiciti probabilitatea pentru a si b oarecare, a > b.
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Reflexia

el =" prima egalitate

Un sir rau care incepe cu A «— un sir care incepe cu B: reflectam portiunea de
pana la prima egalitate.

Reflexia pastreaza numarul literelor si este propria ei inversa. Unde folosim
a>b?
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Teorema buletinelor de vot

Teorema
Pentru a > b 2 0, numarul ordinilor in care A este strict in frunte tot timpul

este
a+b-1 a+b-1 a-bfa+b
a-1 a “a+b\ a [

Probabilitatea: a b.
a+b

Sirurile care incep cu A, minus cele rele; cele rele sunt tot atatea cate incep cu B.

a=3,b=2:())- () =6-4 =2 cain cazul mic. Pentru a = b formula da 0.
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Pentru curiosi: numerele lui Catalan

a=n+1,b = n,apoi stergem primul A: sirurile cu n litere A si n litere Bin care A
nu este niciodata in urma.

1 (2n
C, = : 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, ..
n+1\n

Drumuri care nu coboara sub diagonala, paranteze corecte, triangulari, arbori
binari.

Revin in cursul 6, pe alta cale: aceeasi formula, o explicatie combinatorica si una
algebrica.
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Bilet de iesire

Intrebare

Cate solutii intregi nenegative are x + y + z = 10 cu x 2 2? Codificati solutia
(3,0,7) cu stele si separatoare.

Intr-o propozitie: de ce conditia x < 2 nu se trateaza la fel?

Mai departe: limitele superioare cer o metoda noua.
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