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Quiz - trei minute

Zece bomboane identice se impart la trei copii, fiecare copil primind cel putin o
bomboana. Tn cate moduri?

A (%) = 66.
B. (3) = 36.
c.3".

D. () = 120.

Pe o foaie scrieti numai numele si litera aleasa.
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Cand scadem prea mult



Trei simboluri, patru pozitii

intrebare

Cate siruri de lungime 4 cu simbolurile 0, 1,2 contin fiecare simbol cel putin
o data?

Fara nicio conditie: 3* = 81.

Un sir poate incepe cu 0. Ce scadem? Si ce scadem de doua ori?

Cursul 4 - Includere-excludere si restrictii 3/28



Dela33la 36

Lipseste un simbol fixat: 2* = 16 siruri. Scddem pentru fiecare simbol:
81-3-16 = 33.

Sirurile 0000, 1111, 2222 au fost scazute de doua ori; le adunam inapoi:
81 -48 +3 = 36.

Control: un simbol apare de doua ori, 3 - (g) -2 = 36. Dar numai pentru lungimea 4.
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Multimea de baza si incalcarile

U: obiecte usor de numarat.  A; C U: obiectele care incalca restrictia i.

Ideea

Obiectele admisibile: cele din U aflate Tn afara reuniunii; numarul lor este
U = Ay U UApL.

Siruri: U are 81 de elemente; A; = sirurile fara simbolul i; A; n A; = {2222}.

Un obiect poate incalca mai multe restrictii deodata: suma |A;| + - + |A,,| scade
prea mult.
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Doua multimi, trei multimi

|A; UA| = [Ag] + |Ay] - [A; n Ayl

A UA UASL =D A= D |4 A+ A N A, n A

i i<j

Un element din exact doua multimi: 2-1=1. Dintoatetrei:3-3+1=1.

intrebare
Fara termenul intersectiei triple, ce ar da formula pentru A; = A, = A; = {u}?
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Indicatori si formula generala



Indicatorul unei multimi

PentruAc Usix € U:

1, X €A,

14(X) = Al = 1,4(X).
01 e WA XZUA()

Ideea
14,8(X) = 14(x) 15(x): apartenenta devine un calcul cu 0 si 1.
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Doi indicatori

a=1,(x), b =1, (x):

a b (1-a)(1-b) xeste..

0 0 1 admisibil

10 0 interzis de A,

0 1 0 interzis de A,

1 1 0 interzis de ambele

(1-a)1-b)=1-a-b+ab.
Termenul ab este corectia pentru obiectele din ambele multimi.
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Un produs pentru m restrictii

Pentru x € U:

-|—|-(1 1, )_ 1, xnuincalca nicio restrictie,
Ai 0, altfel.

Dezvoltam: din fiecare factor alegem 1 sau -1, (x); J = indicii celei de-a doua
alegeri.

TTO-1,00) = D D100, A= 0 A Ag = U.

i=1 J€[m]

Apoi insumam dupa x € U.
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Principiul includerii si excluderii

Teorema

ul-{0al= > C0MialL [oals > VAL

JS[m] @zJC[m]

Termenul ) = @ este |U|. m = 0: formula spune |U| = |U].

Nicio ipoteza despre A;: pot fi egale, disjuncte, oricum altfel.

Cursul 4 - Includere-excludere si restrictii 10/28



Semnele, obiect cu obiect

x incalca exact t > 1 restrictii = x se aflain (}t) intersectii a cate j multimi:

x nu Tncalca nimic = contribuie numai prinJ = @: 1.

Schema unei aplicatii

U; fiecare A; exact; pentru J fixat, numaram A, = obiectele care incalca cel putin
restrictiile din J; abia apoi insumam.

Daca |A| = ¢; depinde numai de |J| = j: Xj(—1)j(';')cj.
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Cursul 4 - partea 3
Surjectii



Fiecare valoare trebuie atinsa

f: [n] = [m] este un sir de n valori din [m]; surjectiva = toate valorile apar.

U: toate functiile, [U] = m". A;: functiile care nu iau valoarea i.

Ideea
f este surjectiva exact cand nu apartine niciunui A;.

Problema de deschidere: surjectiile [4] — [3].
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O intersectie fixata

Jcml )] =j.1n A, lipsesc valorile din J; fiecare argument alege dintre m - j
valori:

|A)] = (m -

Celelalte valori pot lipsi si ele: A; nu cere ,exact j valori lipsa”.

intrebare
Cate multimi J cu |J| = j exista? De ce putem grupa termenii dupa j?
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Formula surjectiilor

Teorema

I [m
Numarul surjectiilor [n] — [m] este Z(—1)’( . )(m - (00 =1).
j=0

Cinci sarcini distincte, trei echipe etichetate, fiecare cu cel putin o sarcina:

3 3 3
3° -(1)25 + (2)15 -(3)05 =243-96+3-0=150.

Nu impartim la 3! (echipele au nume). n < m: suma este 0; n = m: suma este nl.
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Deranjamente



Problema palariilor (Montmort, 1708)

n persoane isi lasa palariile la garderoba si primesc inapoi cate una, la
intamplare.

intrebare

Care este probabilitatea ca nimeni sa nu primeasca propria palarie? Pentru n
mare: tinde la 0, la 1 sau la altceva?

Permutare o a lui [n]; punct fix: a(i) = i; deranjament: fara puncte fixe; D,,.

U: cele n! permutari; A; = {o : a(i) = i}.
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Fixam punctele din J

J € [n], |J] =j. O permutare din A fixeaza J si permuta intre ele celelalte n - j
elemente:

|A] = (n =)

Pot aparea si alte puncte fixe: intersectia cere cel putin punctele fixe din J.

D, = Z(-nf(;)(n -jr=nty (%)}

j=0
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Primele valori

D,=24-4-6+6-2-4-1+1=0.

n \0 1 2 3 4 5 6
D, |1 0 1 2 9 44 265
p,/n'|1 0 05 0333 0375 0,367 0,368

Pentrun =3:(2,3,1)si(3,1,2). Laj = 3,in D,: intersectia contine identitatea,
1n=1.
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Surpriza: 1/e

Ideea
Cu 10 sau cu un milion de palarii, sansa ca nimeni sa nu primeasca palaria sa
este cam 37%.

Pronosticul vostru a fost 0? 1? Probabilitatea nu depinde, practic, de n.
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O formula inchisa

Teorema
Pentru n 2 1, D, este intregul cel mai apropiat de n!/e.

D——= |Z(_.1)j|s LN <% (n22).

jenm S (n+1)01 n+1

Serie alternanta: restul este cel mult primul termenomis. n=1:1/e<1/2.
5!/e = 44,15 — 44; 6!/e ~ 264,87 — 265; 7!/e =~ 1854,1 — 1854,
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Pentru curiosi: exact r puncte fixe

Alegem punctele fixe, apoi cerem ca restul sa fie un deranjament:

n " [n
( )D,,_,, Z( )D,,_, = nl.
r =0 r

n-r

e—1
— — (Poisson).
rl

. 1
Probabilitatea de exact r puncte fixe: — -
rr (n-rn)

Numarul mediu de puncte fixe este exact 1, pentru orice n = 1: cursul 8.
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Distributii cu capacitati



Raspunsul la quiz: B

Fiecare copil primeste o bomboana, restul de 7 se impart liber:

9
Yi*tYa+y3=7,¥20 = (2)=36'

A: pragul uitat; C: bomboane distincte; D: (130) nu numara aici nimic.

intrebare
Si daca fiecare copil primeste cel mult patru bomboane?
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incalcarea incepe la b; + 1

U: vectorii (X4, ..., X,) nenegativi cu suma N.  Cerem Xx; < b;.
A ={xeU: x;2b;+1}.

Pentru J fixat: y; = x; - (b; + 1) daca i € J, y; = x; altfel. Suma ramasa:
Ri=N=->(bj+1),  IAl=HyR),
jel
R+m-1
, R=0,
H.(R) = ( m-1 )
0, R < 0.

Translatia este reversibila; R, < 0 inseamna intersectie vida.
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Capacitati prescrise

Teorema
Numarul solutiilor lui x; + -+ x,, = Ncu 0 < x; < b; este

> O HL(N - (b + 1)

Jelm] jel

Capacitati egale: termenii se grupeaza dupa |J|. Capacitati diferite: nu.

Pragurile inferioare se elimina inainte, prin translatie.
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Zece bomboane, portii intre 1 si 4

Dupay; = x; - 1: suma 7,0 < y; < 3,incalcarea y; = 4.

J suma ramasa |A|
@ 7 H4(7) = 36
{1} {2}, {3} 3 H5(3) = 10 fiecare
lJ] =2 < -1 0

36-3-10+0=6: (4,4,2), (4,2,4), (2,4,4), (43,3), (3,4,3), (3,3,4).
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Capacitati diferite: 7 jetoane, capacitatile 2, 3, 4

intrebare
Pragurile de incalcare? Care intersectii sunt vide? Decideti inainte de calcul.

J suma ramasa A
%) 7 36
{1}, {2}, {3} 4, 3, 2 15, 10, 6
{1, 2} 0 1
{1,3},{2,3},{1,2,3} negativa 0

36-31+1=6. Control dupa prima coordonata: 1+ 2 + 3.
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Un argument de auditat



»Cel putin un punct fix”

Argument propus: ,Alegem punctul fix (n moduri) si permutam liber restul ((n - 1)!
moduri): n - (n - 1)! = n! permutari cu cel putin un punct fix.”

intrebare
De ce este absurd rezultatul? Ce produce, de fapt, procedura descrisa?
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Perechi, nu permutari

Procedura produce perechile (punct fix ales, permutare care il fixeaza): o
permutare cu t puncte fixe apare de t ori.

n = 3: identitatea de 3 ori, cele trei transpozitii cate o data: 6 perechi, 4
permutari.

Ideea
Cel putin un punct fix: n! - D,.  Exact un punct fix: nD,_;.

Aceeasi confuzie, ,cel putin” luat drept ,exact”, poate aparea la orice intersectie
A
j-
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Bilet de iesire

intrebare
Cate solutii intregi are x; + X, + X3 =5¢cu 0 < x; < 2?

1. Precizati U si multimile A;, cu pragul de incalcare.
2. Decideti ce intersectii sunt vide si calculati.

Mai departe: cursul 5, recurente.
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