Cursul 5

Recurente:
modelare inainte de
rezolvare

Metode ale matematicii discrete si aplicatii

George-Catalin Turcas
Universitatea Babes-Bolyai - 2026-2027
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Quiz - cinci minute

Cate permutari ale multimii {1, 2, 3, 4} nu au niciun punct fix?

A.6 B. 8 C.9 D. 12

Pe o foaie scrieti numai numele si litera aleasa.
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Raspunsul la quiz: C

41
D,=24-4-6+6-2-4-1+1=9, — =883,
e

Cele noua deranjamente, ca siruri de valori: 2143, 2341, 2413, 3142, 3412, 3421,
4123, 4312, 4321.

Astazi nu mai eliminam obiecte rele dintr-o multime mare: construim obiectele
bune din obiecte mai mici. Deranjamentele revin, recursiv, in extensii.
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O restrictie locala



Siruri binare fara 11

intrebare
Cate siruri binare de lungime n nu contin doua simboluri 1 alaturate?

Pentru lungimea 4 (un sir poate incepe cu 0):

0000, 0001, 0010, 0100,
0101, 1000, 1001, 10160.

1,2, 3,5, 8: sirul pare cunoscut. Dar de unde vine fiecare termen?

Cursul 5 - Recurente: modelare Tnainte de rezolvare 4129



Doua prefixe, doua bijectii

A,: sirurile admisibile de lungime n, a, = |A,|. Pentrun > 2:

A,= 0A,, U 10A,, .
N N e
incepe cu 0 incepe cu 1

[10w, we An_z}

Stergerea prefixului si adaugarea lui sunt constructii inverse; la imbinare nu
apare 11.
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inceputul face parte din model

ap, =1, a; =2, a,=0a,1+0,, (nz2).

ag = 1: sirul vid este admisibil. Sirul 1 nu are prefixul 10: cazul n = 1 se numara
separat.

intrebare
De ce ,stergem primul simbol si il punem la loc in doua moduri”, adica a, =
2a,_1, NU NnuMara corect?
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Aceeasi recurenta, alti indici

Fo=0,F, =1,F, =F,4 +F,_, pentrun = 2.

ao=1=F2, G1=2=F3 = an= n+2-

Ideea
Egalitatea vine din datele initiale si din recurenta, prin unicitate.

as = 13, ag = 21. Deplasarea cu doi indici vine din conditiile initiale, nu din
recurenta.
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O identitate promisa la S2.4: diagonalele lui Pascal

Sirurile din A, cu exact k simboluri 1 «— submultimile cu k elemente ale lui

n-kR+1
{1,...,n} fard numere consecutive: ("":1) (S2.4). Deci Z( A ) =a, =F,.,.
k>0

n=31+3+1=5=a;

L 3 3 1 n==4:1+4+3=8=aq,

1T 4 6 4 1
1T 5 10 10 5 1
Aceeasi multime, numarata prin recurenta si prin dubla numarare.
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Ce determina o recurenta?



Modelul si solutia au sarcini diferite

1. Ce numara u,?
2. Ce descompunere, fara omisiuni si fara dublari, produce recurenta?

3. Care sunt cazurile initiale, numarate separat?

Dupa fixarea recurentei si a datelor initiale, termenii sunt determinati unul dupa
altul.
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Unicitatea, intr-un rand

Daca (u,) si (v,) au aceleasi date initiale si satisfac aceeasi recurenta:

Ug=Vg U =V, = U, =V, pentruoricen.

Ideea

Inductia transmite egalitatea termenilor anteriori termenului urmator. O for-
mula se demonstreaza verificand datele initiale si recurenta, pentru toti indi-
cii.

Pentru ordinul 2, pornind de la n = 2, o singura valoare initiala nu ajunge.
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Ordinul 1: desfasuram

U, = cu,_4 +dpentrunz1:

Uy = Cuy +d,
UZ = C2U0 +Cd +d,
Us = Cug + c?d + cd + d.

intrebare
Ce forma are u,,? Cum o verificam pentru orice n?
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Suma geometrica si cazul ¢ = 1

n-1
u,=c"ug+d Z c (suma vida pentru n = 0; inductie pentru orice n).
Jj=0

c" -1
c-1

Dacac # 1:u, =c"uy+d Daca ¢ = 1: u, = ug + nd.

Up=0, u, =3u,4+2dau,=3"-1;sauv, = u, +1,v, = 3v,_;. La S3. veti folosi
acelasi truc.
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Ordinul 2 si radacinile



Cautam solutii de forma r"

Pentru u, = pu,_, +qu,.,,n 22,9 # 0:
rM=pr"'+qr"? < r’-pr-q=0.

Polinomul caracteristic. Lucram cu doua radacini reale distincte; r # 0, deoarece
g = 0.
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intrebarea ramasa pe tabla

Daca rq, r, sunt radacini, atunci r{ si rj satisfac recurenta, si la fel orice Ar{ + Br3.

intrebare
Am gasit niste solutii. De ce nu mai exista altele, oricare ar fi datele ug, u4?

Pauza: aproximativ 20 de minute.
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Radacini distincte: potrivim datele

Candidatul v, = Ar] + Brj satisface recurenta. Pentru datele cerute:
A+B=UO, Ar1+Br2=U1.
Determinantul este r, - r; # 0: exista exact o pereche (A, B).

Ideea
v si u au aceleasi date si aceeasi recurenta; unicitatea da u, = v,,.
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Fibonacci: datele aleg combinatia

r’ -r-1=0are radacinile ¢ =

F0=0,F1=1 - Fn=—

Pentru sirurile fara 11: a, = F,,,, deci alte ecuatii pentruA,B:A+B =1,
Ap + By = 2.

Cursul 5 - Recurente: modelare Tnainte de rezolvare 16 /29



Pentru curiosi: o formula de rotunjire

lw| < 1, deci |¢"/\/5] < 1/V/5 < 1/2 pentru orice n > 0:

n
F, = intregul cel mai apropiat de cp_.

10 30
2_ . 55,008,
V5

Ca la deranjamente: pentrun = 1, D, est

S

= 832 040,00000.

el

intregul cel mai apropiat de n!/e.

D
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Ipoteza ,distincte” conteaza

Pentru u, = 2u, 4 - U,_,, polinomul este (r - 1)2.
Up=Upq = Upq =Upy = Uy = Ug+n(Uy - Ug).

Doua copii ale lui 1" nu produc sirul u, = n; diferentele constante da. Cazul
general: Tn extensii.
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Ce trebuie sa tina minte o stare



Evitam 111: ultimul simbol nu ajunge

Dupa 01 putem adauga 1; dupa 11 nu putem.

intrebare
Ce informatie despre sfarsitul sirului decide toate prelungirile?

Lungimea blocului final de simboluri 1: starile 0, 1, 2.
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Tranzitiile sunt exacte

Din starea 2, simbolul 1 este interzis. Sirul vid porneste in starea 0.
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Trei egalitati de prelungire

Xp» Yn» Z, NUMara sirurile de lungime n aflate in starile 0, 1, 2.
(X0 Yor Z9) = (1,0,0), by = Xp + Yy + 2,

Xns1 = Xp * Yp + 2y, Yna1 = X Zns1 = Yp-

Ultimul simbol al fiecarei prelungiri permite recuperarea unica a sirului anterior.
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Verificam starile la lungimea 3

n ‘ Xn Yn Zn bn
0/1T 0 01
17171 1 0|2
212 1 1|4
3/4 2 1|7

intrebare
Care este singurul sir de lungime 3 exclus?
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Din stari, o recurenta scalara

Pentrun = 3:
Xp = bn—1r Yn = bn—Zr Zy = bn—3'

Astfel
bn = bn_1 + bn_z + bn_3, bo = 1, b1 = 2, b2 = 4.

Sistemul de stari explica de unde vine recurenta cu trei termeni; b, = 13, bs = 24.
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Divide et impera si audit



Ipoteza exacta de cost

Pentru n = 2k, k= 0:
T(1) =1, T(n) =2T(n/2)+n (n 2 2).

Doua subprobleme de marime n/2; combinarea costa exact n.

intrebare
Cat sunt T(2) si T(4)? Ce spune recurenta despre T(3)?
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Pe niveluri, costul ramane n

Pentrun = 28 cu k 2 2:

PLUN !

n/2 n/2 2:(n/2)=n

nl4 nl4 nla n/t 4-(n/4)=n

Sunt k niveluri de combinare si n frunze cu costul 1.
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Schimbam indicele si normalizam

Punem t, = T(2¥) Si sy = t, /2%

ty =1, t,=2t,  +28 = s;=1,5s,=5,+1.
0 R R-1 0 R R-1

Ideea
S = R+ 1,deci T(n) = n(1 + log, n) pentrun = 2k,

T(2) = 4, T(4) = 12. Termenul n fara logaritm este costul frunzelor; n log, n ar da
T(1) = 0.
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Audit: cercul lui Moser

n puncte pe un cerc, toate coardele, fara trei coarde concurente. Cate regiuni?

n==438 n=>516 n=6:7

intrebare
1,2,4,8,16,... Pariati pe 32?
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31, nu 32

Pentru sase puncte: 31 de regiuni; pentru sapte: 57.

n n
1+ + : 1, 2, 4, 8, 16, 31, 57, 99, ...

Ideea

O coarda noua care taie r coarde adauga r + 1 regiuni. Total: 1+ coardele +
punctele de intersectie, cate unul pentru fiecare patru puncte.

Cinci valori nu demonstreaza o regula; o descompunere, da. Hexagonul regulat:
30 (trei diametre prin centru).
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Bilet de iesire

Vrem sa numaram sirurile binare de lungime n fara 00.

intrebare
Definiti doua stari. Unde puneti sirul vid? Justificati o tranzitie.

In notite: provocarea sirului inchis pe cerc, recurenta deranjamentelor si puntea
catre seriile formale din cursul 6.
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