


Quiz - cinci minute

a, este numarul sirurilor binare de lungime n fara doua simboluri 1 alaturate; in
cursul5amgasitay = 1,a;, =2sia, = a,_, +a,_, pentrun = 2.

Cat este as?

A.8 B.13 C.16 D. 21

Pe o foaie scrieti numai numele si litera aleasa.

Cursul 6 - Functii generatoare si descompuneri combinatorice 2/29



Raspunsul la quiz: B

Totsirul, 1,2,3,5,8,13, 21, ..., va incapea astazi intr-o singura expresie:
1+2x+3x2+5x° +8X* +13X° # oo = ?

Raspunsul vine dupa pauza.
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De la obiecte la coeficienti



Paranteze corecte

Fiecare prefix are cel putin tot atatea paranteze deschise cate inchise; la final,
numerele sunt egale.

Cu trei perechi:

(€, COO), OO, OCO), OOO.

intrebare
De ce numaram si sirul vid, cu 0 perechi?

La seminar: drumuri cu pasi U si D care nu coboara sub axa. In cursul 3:
buletinele de vot.
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Un sir intreg intr-o expresie

c, este numarul sirurilor corecte cu n perechi.

C(x) = ZC,,X” =1+ Xx+2x2+5x% + 14x* + .

n=0

Ideea
Exponentul tine minte marimea; coeficientul numara obiectele.

La seminar ati scris C = 1 + xC? pentru drumuri. Astazi: ce Tnseamna, de ce
determina C si ce ,radacina” alegem.
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Cursul 6 - partea 2

Serii formale



Simbolul x nu se evalueaza

Ax)= > ax"e0llx]l,  [x"AKX) = a,.

nz0

Doua serii sunt egale cand au aceiasi coeficienti la fiecare grad.

Ideea
La fiecare grad facem numai calcule finite. Nu cerem convergenta.

Si Y,.0 N' x" este o serie formala legitima.
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Deplasare sau eliminare?

Pentru A(X) = Y,.0 @, X":

XA = QoX + QX%+, A=y -QiX = QX + A3X° +

intrebare
Dacd A = 2 + 3x + 5x% + 7x° + -, cat sunt [x?](xA) si [x*](A - 2 - 3x)?
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Unde incepe suma?

Z a, 1x" = x(A - ap), Z a, ,x" = X°A.

n22 nz2

Prima suma incepe cu a,x?; in xA apare si apX.

Tnaintea oricarei transformari, scrieti primii doi termeni.
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Produsul si inversa



Produsul aduna marimi

Dacd A = ¥ ayx" si B = ¥ b;x/, atunci
[X"1(AB) = Zak e

Ideea
apb,_, numara perechile ordonate de obiecte cu marimile (k, n - R).

Suma are numai n + 1 termeni; descompunerea in componente trebuie sa fie
unica.
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Toate descompunerile marimii 2

A=14+2x+x% B=Tl+Xx+X +

prima a doua
0 + 2 — 1
1 + 1 — 2
2 + 0 — 1

[x*](AB) = 1-1+2-1+1-1 = 4 Produsul coeficientilor de acelasi indice ar da 1.
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Ccand exista inversa?

Teorema
A(X) = ¥ 50 a,X" € Q[[x]] este inversabila daca si numai daca a, # 0; inversa
este unica.

Daca AB = 1, ce impune coeficientul de grad 0?
aobo = 1.

X nu are inversa in Q[[x]]: orice xB are termenul constant 0.
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Construim inversa, grad dupa grad

Conditia [x"](AB) = 0 pentrun = 1 da

1 1 <
bO =, bn = - Z Clk bn—k'

Ideea
Fiecare b, foloseste numai coeficienti deja cunoscuti.

Aceleasi egalitati dovedesc existenta si unicitatea.
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Un control simplu si o intrebare

(1-x)(1+x+x%>+-)=1.

La gradul 0: 1. Laoricegradn 21:1-1 = 0.

intrebare
Ce coeficient are x" in 1/(1 - x)?? Ce perechi numara?

Pauza: aproximativ 20 de minute.
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Fibonacci: conditiile initiale
conteaza



Fibonacci: cele trei sume

Fo=0,F, =1,F, =F,4 +F,, pentrun = 2.

Z F,x" = F(x) - X,
nz2
> Foax" = x(F(x) - Fo) = XF(x),
nz2
Z Foox" = x*F(x).
nz2

Pastrati vizibil indicele de pornire n = 2.
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De unde vine numaratorul x?

F-x=xF+x’F = (1-x-x*)F=x.
Termenul constant al numitorului este 1, deci
X

F(x) = ——.
(x) 1-x-x?

intrebare
Ce spun coeficientii de grade 0 si 1 ai identitatii?
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Ordinul doi: aceeasi contabilitate

Daca u, = au,_, + Bu,_, pentrun 2 2, atunci

U(x) - ug + (uqy - aug) x

1-ax - Bx?

Ideea
Numitorul codifica recurenta; numaratorul pastreaza datele initiale.

Sirurile din quiz: A(x) = (1 + X)/(1 = x = x?) = 1+ 2x + 3x% + 5x> + 8x" + 13x° + -
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Audit: o ecuatie care pierde F,

Un calcul propune: ,Din recurenta, F = xF + x%F, deci F = 0

intrebare
Care linie este gresita? Ce coeficient da imediat contradictia?

[x"]F = 1, dar [x")(xF + x*F) = F, = 0. Suma din recurentd incepe la n = 2:
membrul stang este F - x.
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Pentru curiosi: 1/89

1 1

— =0,0112359550..., —— = 0,000101020305081321...

89 9899
Analiza: seria ¥ F,x" converge pentru |x| < 1/¢p, cu suma x/(1 - x - x*). Pentru
X =1/10: ¥, F,/10™" = 1/89.

Identitatea formala nu are nevoie de aceasta evaluare; evaluarea are nevoie de
identitate.
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Catalan: prima revenire



Drumul i (()())()

h = numarul parantezelor deschise minus numarul celor inchise.

OO0

prima revenire

Intre primul simbol si prima revenire, inaltimea este cel putin 1.
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Taietura canonica

Pentru (()())():

¢ 00 ) ().

N —— e ——
exterior P prima revenire Q
in general, orice sir corect nevid are forma

(P)Q.

P si Q sunt corecte; oricare dintre ele poate fi vid.
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De ce este o bijectie?

1. Taiem la prima revenire: interiorul P si restul Q sunt corecte.
2. Din orice pereche ordonata (P, Q) reconstruim (P)Q, iar paranteza inchisa
adaugata este prima revenire.

intrebare

Ce se strica daca alegem o revenire mai tarzie?
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Unde se duce perechea exterioara?

Daca P are k perechisi Qare n - 1 - R, intregul sir are
1+kR+(n-1-R)=n perechi.

Pentru fiecare R: ¢, ¢,_1_, alegeri.

Ideea
n-1

Co=1,iarc, = ) CpCyqppeNtrun 1.
k=0
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Citim ecuatia combinatoric

C(x) = 1+ xC(x).
) ()
sirul vid perechea P Q

exterioara

Produsul C? numara perechi ordonate (P, Q); exponentul numara perechi de
paranteze.
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Ecuatia determina toti coeficientii

La gradul 0: ¢, = 1. La graduln 2 1:
n-1
¢ =[X""1C% =D crCpan
k=0

Ideea
Membrul drept foloseste numai ¢y, ..., ¢,_1: unicitate prin inductie.
=1 6=2, 3=2+1+2=5, ¢,=5+2+2+5=14,

Termenii de la capete corespund lui P sau Q vid.
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incercati descompunerea

Pentru ()(()), gasiti PsiQin (P)Q.

intrebare
Daca am taia la revenirea finala, ar ramane interiorul un sir corect?

Prima revenireda P = @, Q = (()). La taietura finala, interiorul ) (() arincepe
cu o paranteza inchisa.
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Provocarea: care radacina?



0 ecuatie de gradul al doilea, dar in ce?

xC>-C+1=0,deci ,formula”ar da

C-=
2x
intrebare
Ceinseamndy/1 - 4xin Q[[x]]? Side ce ar avea doud solutii o ecuatie cu solutie
unica?
Admitem, deocamdatd, dezvoltarea binomiala (1 + t)'/? = 2n (1£2)t” cut=-4x.
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Semnul alege seria

V1-4x=1-2x-2x - 4x3 - 10x* - 28x° - -
Cu +: numaratorul 2 - 2x - - impartit la 2x incepe cu 1/x. Nu este o serie formala.

Cu -: numaratorul 2x + 2x* + 4x> + 10x* + 28x° + -, Impartit la 2x:

C=1+x+2x%+5x>+14x" + -

- 1 [2n )
In general ¢, = —%(—4)””(:’{?) = —1( ): formula din cursul 3.
n+1\n
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Ce am presupus si unde se justifica

1. Ca\/1 - 4x are sens ca serie formala.
2. Ca dezvoltarea binomiala se aplica fara convergenta.

Ideea
Extensia 1 construieste seria S cu S = 1 - 4x direct pe coeficienti (derivare
formald) si abia atunci calculul devine demonstratie.

Trei explicatii ale aceleiasi formule: reflexia (cursul 3), lema rotatiei (S3.7), calea
algebrica (aici).
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Bilet de iesire

Calculati [x*](x C(x)?).

intrebare
De ce apare coeficientul de grad 2 din C?, desi sirul are trei perechi?

Explicati cele trei marimi posibile ale perechii (P, Q). In notite: formula lui Catalan
pe cale algebrica, sumele partiale si deranjamentele.
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