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Seminarul 1

Inductie, numarare si cutii

Fisd de seminar - George-Catalin Turcas

Cum lucrati

Fisa acoperi cursurile 1 si 2; daca o primiti inainte de cursul 2, pagina aceasta contine tot
ce va trebuie din el. Tintd de lucru: aproximativ patru ore, cel mult cinci. Rezervati circa
30 de minute acestei pagini, cate 20 de minute problemelor S1.1-S1.3, cate 35 de minute
pentru doua probleme medii la alegere, 50 de minute unei incerciri la o provocare si 30 de
minute pentru a va nota intrebarile. Nu se cere rezolvarea tuturor problemelor. Cand timpul
alocat unei probleme s-a terminat, notati ideea, un caz mic verificat si locul exact in care
v-ati blocat: de aici porneste discutia de la seminar. Punctele marcate cu * sunt optionale.
Dificultate: A — accesibila, M — medie, C — provocare.

Inainte de seminar: ce folosim

Inductie. Pentru afirmatii P(n), n > n,, se demonstreaza baza P(n,) si pasul P(k) = P(k + 1), pentru orice
k > ny. In inductia tare, pentru a demonstra P(k + 1) puteti folosi toate afirmatiile P(n,), ..., P(k). Daca pasul
foloseste cazul N — 3, verificati direct suficiente cazuri initiale, ca sa nu iesiti din domeniu.

Multimi si functii. N = {0, 1,2, ...} si, pentrun > 1, [n] = {1, ..., n}; |A| este numarul de elemente al multimii
finite A. O functie f: A — Basociazi fiecarui x € A exact un element f(x) € B; ea este injectivd daci
elemente distincte au imagini distincte. Diferenta simetrici AA B = (A\ B) u (B \ A) contine elementele
aflate in exact una dintre multimi; |A A B| = 1 inseamna ca B se obtine din A adiugind sau eliminind un
singur element.

Reguli de numarare. Regula sumei: daca obiectele se impart in doui clase disjuncte, cu p, respectiv g
obiecte, atunci sunt p + q obiecte in total. Regula produsului: daca un obiect se construieste prin doua alegeri
succesive, cu p variante pentru prima si, oricare ar fi aceasta, cu exact g variante pentru a doua, iar alegeri
diferite dau obiecte diferite, atunci sunt pq obiecte. Notamm! =1-2--mpentrum > 1s5i 0! = 1.

Principiul cutiei. Daca k + 1 obiecte sunt asezate in k cutii, unde k > 1, atunci o cutie contine cel putin doua
obiecte. Exemplu: dintre oricare sase intregi, doi au diferenta divizibild cu 5. Asezdm numerele in cinci cutii,
dupa restul impartirii la 5; doua ajung in aceeasi cutie, deci diferenta lor este divizibild cu 5. Numerele nu
trebuie sa fie distincte: diferenta 0 este divizibila cu 5.

Resturi. Pentru un intreg a si un intreg n > 1 existd numere unice ¢ € Zsir € {0,1,...,n—1}cua=qn+rr
este restul impartirii lui a la n. De exemplu, —7 = (—2) - 5 + 3, deci restul lui —7 la impartirea cu 5 este 3.
Doua numere au acelasi rest la impértirea cu n exact atunci cand n divide diferenta lor.

Subsir si bloc. Un subsir al sirului a,,...,ay este g; ,a; ,...,a;, cui; < i, < - < i;: pastreaza ordinea, dar
> > 5 > 1 N iy Yi, iy 1 2 k

poate sdri termeni. Un bloc este format din termeni consecutivi, a;, @1, ..., a;. In sirul 4, 1,3, 2, termenii 1, 2
formeaza un subsir strict crescator, dar nu un bloc.
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S1.1 O suma, doua explicatii

(a) Demonstrati prin inductie ca, pentru orice n > 1,
1+3+5+-+(2n—1)=n

(b) Dati o a doua demonstratie, fara calcule algebrice. Numim gnomon figura in forma de L care
ramane dupa ce dintr-un péatrat k x k scoatem un pétrat (k — 1) x (k — 1) care are un colt comun
cu el. Descompuneti un patrat de n x n patratele in n gnomoni si numarati patratelele fiecaruia.

(c) Ce explicid demonstratia de la (b) si nu explici cea de la (a)?
(d)* Arataticd 13+23+--+n® = (1+2+ - +n)?. Gasiti si pentru aceasti identitate o descompunere
a unui pétrat in gnomoni care sa o explice.

S1.2 Functii, injectii si principiul cutiei

Fie A si B multimi finite, cu |[A|=n>1si|Bl=m > 1.

(a) Aratati prin inductie dupa n ca exista exact m" functii f: A — B.
(b) Cate dintre aceste functii sunt injective? Tratati separat cazurilen < msin > m.

(c) Deduceti principiul cutiei: dacd n > m, orice functie f: A — B ia aceeasi valoare in doua
elemente distincte ale lui A. Reformulati concluzia in limbajul obiectelor asezate in cutii.

S1.3 Alegeri din multimea {1, ..., 2n}

Din multimea {1, 2, ..., 2n}, unde n > 1, alegem n + 1 numere distincte.

(a) Aratati ca printre numerele alese exista doud numere consecutive. Deduceti ca printre ele
existd doud numere prime intre ele.

(b) Aratati printr-un exemplu ca, daca alegem numai n numere, afirmatiile de la (a) pot fi false.

(c)* Aréatati ca printre cele n + 1 numere alese exista doua dintre care unul il divide pe celilalt.

S1.4 Monede de 3 si de 5: de la inductie la algoritm

(a) Aratati prin inductie tare ca orice intreg N > 8 se poate scrie sub forma N = 3a + 5b, cu
abeN={0,1,2,.}

(b) Transformati demonstratia intr-o procedura care, pentru un N > 8 dat, produce efectiv o
pereche (a,b). Demonstrati ci procedura se opreste si cd rezultatul ei este corect.

(c) Care dintre numerele 1,2,...,7 se pot scrie sub aceastd forma? Deduceti ca pragul 8 nu poate
fi coborat.

S1.5 Blocuri cu suma divizibila cu n

Fien > 1siay,a,...,a, numere intregi oarecare, nu neaparat pozitive sau distincte.

(a) Aratati ca exista indici 1 <i < j < nastfel incat suma g; + a;41 + - + g; sd fie divizibild cu n.

(b) Aritati ca, pentru n > 2, concluzia poate fi falsd pentru un sir de numai n — 1 intregi.



MLR0093 - Matematica discreta Seminarul 1 - Inductie, numarare si cutii

S1.6 Atelier de audit: trei inductii gresite

Fiecare dintre argumentele de mai jos pretinde cd demonstreaza o afirmatie falsa. Pentru fiecare,
localizati exact greseala — o propozitie nejustificatd sau o etapa lipsa — si precizati pentru ce valori
ale lui k sau n apare ea. Explicati apoi de ce, intr-un audit, nu este suficient sa aratati ca afirmatia
este falsa.

(a) Afirmatie: oricare n > 2 drepte distincte din plan, dintre care oricare doud sunt concurente,
trec toate prin acelasi punct.
Argument: pentru n = 2, cele doud drepte se intersecteaza intr-un punct. Fie k > 2 si
presupunem afirmatia adevarata pentru orice k drepte distincte, oricare doua concurente.
Fie d,,...,dr, drepte distincte, oricare doua concurente. Prin ipoteza, dreptele d, ..., d;. trec
printr-un punct P, iar dreptele dy, ..., d; trec printr-un punct Q. Atunci dreptele ds, ..., dj
trec atat prin P, cat si prin Q. Cum doua drepte distincte au cel mult un punct comun, rezulta
P = Q, deci toate cele k + 1 drepte trec prin P.

(b) Afirmatie: pentru orice numar real a # 0 si orice n € N, avem a" = 1.
Argument (inductie tare): a° = 1. Fie k > 0 si presupunem ci @/ = 1 pentru orice jcu 0 < j < k.
Atunci

aF 101
il =2 -2 2oy

2n+ 1)
(c) Afirmatie: pentru oricen > 1,avem 1+ 2+ - +n = g

Argument: dacd egalitatea are loc pentru un k > 1, atunci

2 2
+(k+1):4k +12k+9 _ (2k +3) ’

1+2+-+k+(k+1)= 2 g

(2k + 1)
8

deci egalitatea are loc si pentru k + 1. Prin inductie, ea este adevarata pentru orice n > 1.

$1.7 Coduri Gray si un argument de paritate

Pentrun > 1 notam [n] = {1, ...,n}. O listd Ay, Ay, ..., Asn in care fiecare submultime a lui [n] apare
exact o data se numeste cod Gray daca oricare doua multimi consecutive difera printr-un singur
element, adica |A; A Aj;1| = 1 pentru 1 <i < 2". Codul este ciclic dacd, in plus, |Agn A A¢| = 1.

(a) Pentru orice n > 2, construiti un cod Gray ciclic al submultimilor lui [n] si demonstrati complet
ca are proprietitile cerute.

(b) Aratati ca, daci n este par, nu exista niciun cod Gray (ciclic sau nu) care incepe cu @ si se
termina cu [n].

(c) Gasiti un cod Gray al submultimilor lui [3] care incepe cu @ si se termina cu [3].

S1.8 Erdés—Szekeres, cu prag optim

Fie r,s > 1 intregi.

(a) Aratati ca orice sir de rs+ 1 numere reale distincte contine un subsir strict crescétor de lungime
r + 1 sau un subsir strict descrescitor de lungime s + 1.

(b) Construiti un sir de rs numere reale distincte care nu contine niciunul dintre aceste subsiruri.
Asadar, rs + 1 este cel mai mic numar de termeni care garanteazi concluzia de la (a).



