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Seminarul 2

Numarare cu explicatii si restrictii

Fisd de seminar - George-Catalin Turcas

Cum lucrati

Fisa acopera cursul 3 si, pentru doua dintre probleme, o idee din cursul 4, explicatd mai jos;
pagina aceasta contine tot ce va trebuie. Tintd de lucru: aproximativ patru ore, cel mult cinci.
Rezervati circa 30 de minute acestei pagini, cate 20 de minute problemelor S2.1-S2.3, céte 35
de minute pentru doua probleme medii la alegere, 50 de minute unei incercéri la o provocare
si 30 de minute pentru a va nota intrebarile. Nu se cere rezolvarea tuturor problemelor.
Cand timpul alocat unei probleme s-a terminat, notati ideea, un caz mic verificat si locul
exact in care v-ati blocat: de aici porneste discutia de la seminar. Punctele marcate cu * sunt
optionale. Dificultate: A — accesibila, M — medie, C — provocare.

Inainte de seminar: ce folosim

Notatii. Pentrun > 1, [n] = {1,...,n}si [0] = @; |A] este numarul de elemente al multimii finite A;n! = 1-2--n
si 0! = 1. O permutare a lui [n] este o bijectie o: [n] — [n]; existd n! permutéri.

Coeficienti binomiali. (}) este numarul submultimilor cu k elemente ale unei multimi cu n elemente; pentru

. . .
0<k<n, (Z) = ﬁ iar pentru k < 0 sau k > n convenim (Z) = 0. Avem (Z) = (nfk), >k (Z) = 2"si
identitatea lui Pascal (Z) = (";1) + (Z:i) (n > 1), care genereaza triunghiul lui Pascal.

Dubla numirare. Pentru a demonstra o identitate, numim o multime finit4 si o numéram in doua moduri;
pentru fiecare termen spunem ce numara. O bijectie f: A — B se certifica printr-o inversa g: B — A,

verificand g(f(a)) = asi f(g(b)) = b; ea arata ci |A| = |B|.

Stele si separatoare. Solutiile intregi nenegative ale ecuatiei x; + --- + x,, = N(N > 0, m > 1) sunt in bijectie
cu sirurile formate din N stele si m — 1 separatoare: x; este numarul stelelor din blocul i, iar blocurile pot fi
goale. Numarul lor este (N;T; 1). O conditie x; > @; se elimina punand ), = x; — a;; dacd suma ramasa este 0,

existd exact o solutie, iar daca este negativa, niciuna.

Binomul lui Newton. (x + y)" = Y;_, (Z)x”’kyk, egalitate de polinoame: coeficientul lui x" *y* numira

alegerile celor k factori din care ludm y. In S2.7 citim aceasti egalitate pentru polinoame cu coeficienti in
Z, ={0,1}, inelul in care 1 + 1 = 0: reducand fiecare coeficient modulo 2, egalitatea riméne adevarata.

Includerea si excluderea (din cursul 4). Pentru submultimi finite, |A U B| = |A| + |B| — |A N B| si
[AUBUC|=|Al+|Bl+|C|=|AnBl—|AnC|-|BNC|+|AnBNC|.

Semnele se verifica urmarind un element: unul aflat in exact doua dintre multimi contribuie cu 2—1 = 1, unul
aflat in toate treicu3—3+1 = 1. In general, pentru A, ..., A,,, se aduna cardinalele intersectiilor cu un numar
impar de multimi si se scad cele cu un numar par: |_J; A;| = Z@z}g[m](_l)m“mje] Ajl. Exemplu: in {1, ..., 30}
existd |30/4] = 7 multipli de 4, [30/6] = 5 multipli de 6 si |[30/12] = 2 multipli ai lui 12 = cmmmc(4, 6),
deci 7 + 5 — 2 = 10 numere divizibile cu 4 sau cu 6.

O limita superioari se trateaza prin complement: ecuatia x + y = 5, cu x, y > 0, are 6 solutii; conditia x < 3

este incalcata exact de solutiile cu x > 4, iar substitutiau = x —4dau+ y = 1, cu 2 solutii. Ramén 6 — 2 = 4
solutii. Pentru mai multe limite, incalcarile se pot suprapune si folosim includerea si excluderea.
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S2.1 Un comitet cu sef

Dintr-un grup de n > 1 persoane se alege un comitet cu k membri, unde 1 < k < n, iar apoi, dintre
membrii comitetului, un sef al acestuia.

(a) Numirati perechile (comitet, sef) in doud moduri si deduceti, fara a dezvolta factorialele,

) =lis)

(b) Ce reprezinta cele doud numairari pentru k = 1 si pentru k = n?

identitatea

¢) Numarand perechile (comitet, sef) in care comitetul poate avea orice numar de membri, aratati
p S p t
ca
. n n—1
Z k r =n-2"".
k=1

S2.2 Sapte unitati in trei cutii

Céte triplete ordonate (x, xy, x3) de numere intregi satisfac x; + x, + x3 = 7, daca:

(@) x1,x, X3 > 0;
(b) x1,x2,x3 > 1;
(©) x1>2,x>0s1x3 >1?

Explicati fiecare numarare printr-o codificare cu stele si separatoare si spuneti de ce raspunsurile
de la (b) si (c) coincid, desi conditiile sunt diferite.

S2.3 Divizibilitate si suprapuneri

Cate numere din {1, 2, ..., 100} sunt divizibile cu cel putin unul dintre numerele 2, 3 si 5? Cate nu
sunt divizibile cu niciunul dintre ele? Justificati semnele din formula folosita, urmarind de céte ori
este numarat un multiplu al lui 30.

S2.4 Submultimi fara vecini

Fien > 110 < k < n numere intregi.

(a) Determinati numarul submultimilor cu k elemente ale lui [n] = {1, ..., n} care nu contin doud
numere consecutive, construind o bijectie care justifici raspunsul. Precizati separat cazul
k = 0 si valorile lui k pentru care nu existd asemenea submultimi.

(b) Verificati formula pentru n = 5, listind submultimile.
(c)* Adunati raspunsurile dupa k pentrun = 1,2, ..., 6 si priviti sirul obtinut. 1l recunoasteti? Vom
reveni la el in cursul 5.

S2.5 Aproape de capacitatea maxima

Determinati numarul tripletelor ordonate (x;, x2, x3) de numere intregi pentru care
X1+ xy +x3 =11, 0<x <3, 0<x<4 0<x<6.

Dati doua solutii: una prin includere si excludere si una care numara locurile ramase libere, adica
numerele 3 — x;, 4 — xp i 6 — x3.
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S2.6 Coliere cu patru margele

Patru margele, fiecare albd sau neagra, sunt asezate pe un cerc. Doua configuratii reprezinta
acelasi colier daca una se obtine din cealalta printr-o rotatie cu un multiplu de 90°; nu identificim
configuratii prin reflexie.

(a) Determinati numarul colierelor, clasificindu-le dupa numarul margelelor negre.

(b) De ce calculul 2*/4 nu da riaspunsul corect? Pentru fiecare colier, precizati cte siruri binare
distincte de lungime 4 il reprezinta atunci cand alegem un punct de pornire si citim margelele
in acelasi sens.

S2.7 Triunghiul lui Pascal modulo 2

Pentru n > 0, notam cu i(n) numarul coeficientilor binomiali impari de pe linia n a triunghiului lui
Pascal, adicd numarul indicilor k € {0, 1, ..., n} pentru care (Z) este impar. Figura arati liniile 0-15:
o casuta plind inseamna un coeficient impar.

(a) Determinati i(n) pentru n < 15 si formulati o conjectura care exprima i(n) prin scrierea lui n
in baza 2. Pentru care valori ale lui n sunt toti coeficientii de pe linia n impari?

(b) Lucram cu polinoame cu coeficienti in Z, = {0, 1}, in care 1 + 1 = 0. Arétati ca, pentru orice
J20, , .
A+x)? =1+x% in Z,[x].
(c) Scrietin = 2/t + 272 4 . + 255 cu j; > j, > - > ji > 0, si deduceti c3, in Z,[x],

S

1+x)"= H(l + xzjt).

t=1

Dezvoltand produsul, demonstrati conjectura de la (a).

. . . n . v . . v . v . . . A
(d)* Deduceti criteriul: (k) este impar dacd si numai daca fiecare cifra din scrierea lui k in baza 2
este cel mult egald cu cifra corespunzétoare din scrierea lui n.
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S2.8 Anticatene si lanturi

Fie n > 1. O familie # de submultimi ale lui [n] = {1, ...,n} este o anticatend daca niciun membru
al ei nu este inclus intr-un alt membru al ei. Demonstrati teorema lui Sperner:

1< (7o)

(a) O permutare (ay,...,a,) alui [n] determina lantul @ C {a;} C {a;, a3} C - C [n]. De ce contine
acest lant cel mult un membru al lui F#?

urmand pasii de mai jos.

(b) Pentru A C [n] cu |A| = k, cite permutari au multimea A in lantul lor? Numarand perechile
(A,0) cu A € Fsi Ain lantul lui o, deduceti

AeF

1
> W <1.

(c) Arétati ca (Z) < (ln% J) pentru 0 < k < n si incheiati demonstratia. Construiti o anticatena
care atinge marginea si verificati cazul n = 1.



