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Seminarul 3

Recurente si functii generatoare

Fisd de seminar - George-Catalin Turcas

Cum lucrati

Fisa acopera cursurile 5 si 6; pagina aceasta contine tot ce va trebuie ca si puteti incepe
inainte de ele. Timp de lucru estimat: aproximativ patru ore, cel mult cinci: 30 de minute
pentru aceastd pagind, cate 20-25 de minute pentru S3.1-53.3, cite 35 de minute pentru
doui probleme medii la alegere, 60 de minute pentru o provocare si 30 de minute pentru
a va nota intrebarile. Nu se cere rezolvarea tuturor problemelor; cind timpul alocat unei
probleme s-a terminat, notati ideea, un caz mic verificat si locul exact in care v-ati blocat: de
aici porneste discutia de la seminar. Punctele marcate cu * sunt optionale. Dificultate: A —
accesibila, M — medie, C — provocare.

Inainte de seminar: ce folosim

Conventii. Lucram cu intregi nenegativi, N = {0, 1, 2, ...}; indicii sirurilor incep de la 0, daca nu se spune altfel.
n!

(i)l

Sirul vid are lungimea 0, o suma vida este 0, un produs vid este 1, 0! = 1. Pentru 0 < k < n, (Z) =

pentru k < 0 sau k > n convenim (}) = 0.

Recurente. O relatie de recurentd exprimd un termen al unui sir prin termeni anteriori; impreuna cu
conditiile initiale necesare, ea determina succesiv fiecare termen. Doua siruri cu aceleasi valori initiale
si aceeasi recurenta sunt egale, prin inductie; de aceea o formula propusa se demonstreaza verificand
valorile initiale si recurenta, pentru foti indicii din domeniul ei. Cand recurenta provine dintr-o numérare,
clasele descompunerii trebuie sa fie disjuncte si sa cuprinda toate obiectele, iar fiecare obiect trebuie sa se
reconstruiasca intr-un singur fel.

Sirul lui Fibonacci. Folosim F, =0, F; = 1, F,, = F. .4 + F, deci0,1,1,2,3,5,8,13, ...

Serii formale (instrumentele cursului 6). Lucrdm cu coeficienti rationali, in Q[[x]]. Seria A(x) = ) ., a,x",
numita functia generatoare sau seria generatoare a sirului (a,), este un mod de a scrie sirul coeficientilor;
notam [x"]A(x) = a,. Nu didm lui x o valoare numerica si nu cerem convergenti: doud serii sunt egale
cand au aceiasi coeficienti. Adunarea se face coeficient cu coeficient, iar in produs fiecare coeficient este o
suma finita, [x”](A(x)B(x)) = 2;’:0 a;b,_;; de exemplu, [xz]((l +2x + )1+ 3x)) =1-0+2-3+1-1=7.
Daca a; numara obiecte de un tip si de marime j, iar by obiecte de alt tip si de marime k, atunci [x"](AB)
numari perechile ordonate de obiecte cu mérimea totala n; la fel, intr-un produs cu mai multi factori, fiecare
contributie la x" vine din alegerea cite unui termen din fiecare factor, cu suma exponentilor n.

Deplasare si inversd. Pentru r > 0, coeficientul lui x" in x"A(x) este a,_. dacan > rsi 0 dacin <r. O

serie cu termenul constant nenul are o inversa multiplicativa unica, determinata coeficient cu coeficient
. . N 1 i . v oA .

din A(x)B(x) = 1. Pentru orice intregd > 1, — = .., x%, fiindca inmultirea cu 1 — x¢
1—x j2 >

coeficientii de grad pozitiv si lasa termenul constant 1. Fractiile se citesc in acest sens formal.

anuleazd toti

Drumuri si inaltimi. Un drum cu pasi U = (1, 1) si D = (1, —1) se codifica prin sirul pasilor sai; indltimea
dupd un prefix este numarul pasilor U minus numérul pasilor D din acel prefix. Pentru un drum care revine
la inaltimea 0, prima revenire este primul pas dupa care inaltimea redevine 0: in UUDDUD ea are loc dupa
pasul 4.
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S3.1 O recurenta de ordinul unu: turnurile din Hanoi

Pe una dintre trei tije verticale sunt asezate n > 1 discuri de diametre diferite, in ordinea descresca-
toare a diametrelor, cu cel mai mare disc jos. O mutare ia discul de deasupra de pe o tija si il asaza
pe alta tija, fara a-1 pune vreodata peste un disc mai mic. Notam cu A, numarul minim de mutari
prin care cele n discuri ajung, in aceeasi ordine, pe o alti tija, fixatd dinainte. (Tijele joaca roluri
simetrice, deci h,, nu depinde de tija de plecare si de cea de sosire.)

(a) Descrieti o procedura care muti cele n discuri folosind 2h,_{ + 1 mutari si deduceti ci
h, <2h,_{ + 1pentrun > 2.

(b) Pentrun > 2, aratati ca orice succesiune corectd de mutéri care rezolva problema are cel putin
2h,_1 + 1 mutari. Priviti momentul in care discul cel mai mare se muti pentru prima data:
unde se afla atunci celelalte discuri? Deduceti h; = 1 si h, = 2h,_{ + 1 pentrun > 2.

(c) Calculati hy, h3, hy, determinati o formula pentru A, si demonstrati-o prin inductie.
(d)* Jocul a fost inventat de Edouard Lucas in 1883, impreuni cu legenda unor cilugiri care muta
64 de discuri, cAte o mutare pe secundi. Estimati, in ani, cit dureazd mutarea intregului turn.

S3.2 Paviri cu patrate si dominouri

Pentru n > 0, notam cu p, numarul pavarilor unei benzi 1 x n cu patrate 1 x 1 si dominouri 1 x 2,
fara suprapuneri si fara goluri. Piesele de acelasi tip sunt identice; doua pavari sunt diferite daca
difera pozitiile pieselor. Banda vida (n = 0) are exact o pavare.

(a) Stabiliti conditiile initiale si o recurenta pentru p,, justificaind descompunerea pavarilor dupa
prima piesa.
(b) Calculati py si exprimati p,, prin sirul lui Fibonacci Fy = 0, F; = 1, Fyyp = Fryq + Fr.
(c)* Pentru m,n > 1, demonstrati, descompunand pavarile dupa ceea ce se intampla intre celulele
m si m+ 1, identitatea

Pm+n = Pm Pn + Pm—1 Pn—1>

si traduceti-o in limbajul numerelor lui Fibonacci.

S3.3 Coeficienti si deplasarea indicilor

Lucram cu serii formale, in sensul explicat pe pagina de pregatire.

S . 1 N . .
(a) Determinati coeficientul [x"]ﬁ pentru fiecare intreg n > 0. Justificati calculul coefi-
- x

cientilor produsului si verificati separat termenul constant.
_
(1-x)

Ce formula obtineti, in general, pentru [x"]

n+2
(b) Arétati ca [x"] = ( ) ) si explicati legatura cu stelele si separatoarele din cursul 3.

— cum>17?
1=x)m -

S3.4 Siruri zecimale cu un numar par de zerouri

Fie e,, respectiv 0,, numarul sirurilor de lungime n > 0 peste alfabetul {0, 1, ..., 9} care contin un
numar par, respectiv impar, de zerouri. Zerourile de la inceput sunt permise, iar sirul vid contine
ZE€T0 Zerouri.

(a) Stabiliti conditiile initiale si un sistem de recurente pentru e, si o,, justificind fiecare egalitate.
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(b) Determinati formule explicite pentru cele doua siruri si verificati cazul n = 2 prin numérare
directs.

(c)* Cate numere naturale cu exact n > 1 cifre au un numar par de cifre egale cu 0?

S3.5 O recurenta pe puteri ale lui doi

Functia T este definitd numai pe puterile lui 2, prin T(1) = 0 si
T(n) =2T(n/2)+n—-1  (n=2K k>1).

Asa se numara, de exemplu, comparatiile unei proceduri care sorteaza o listd de n elemente
impartind-o in doua jumatati, sortind fiecare jumitate si interclasind apoi cele doua liste sortate
cun — 1 comparatii.

(a) Determinati o formula exactd pentru T(25), pentru orice k > 0, si demonstrati-o prin inductie.

(b) Explicati cum se modifica formula daca inlocuim T(1) = 0 cu T(1) = ¢, unde c este o constanta
reala. Diferenta dintre cele doua solutii este o constanti?

S3.6 O ecuatie cu ponderile 1, 2 si 3

Pentru n > 0, fie b, numirul solutiilor (&, v, w) in intregi nenegativi ale ecuatiei u + 2v + 3w = n;
altfel spus, numarul modurilor de a plati suma n cu monede de 1, 2 si 3 lei, daca ordinea monedelor
nu conteaza.

(a) Determinati seria generatoare B(x) = ;5 b,x" ca fractie de polinoame si explicati ce repre-
zinta fiecare factor.

(b) Exprimati b, printr-o suma finitd cu un singur indice de insumare, apoi calculati b;,. Verificati
sicazuln = 0.

(c)* Pentru curiosi. Verificati, pentru 0 < n < 12, ¢ b, este intregul cel mai apropiat de (n+ 3)?/12.
Afirmatia este adevarata pentru orice n > 0 si se poate demonstra astfel: scrieti B(x) =
N(x)/(1 - x®)¥ cu N polinom, explicati de ce, pe fiecare clasd de resturi modulo 6, atat b, cat
si intregul cel mai apropiat de (n + 3)?/12 sunt polinoame de grad cel mult 2 in n, si spuneti
céte valori trebuie verificate pentru ca demonstratia s fie completa.

§3.7 Catalan: de la descompunere la formula

Un drum de lungime 2n este un sir format din n pasi U = (1,1) si n pasi D = (1, —1), parcurs din
(0,0); inaltimea dupa un prefix este numérul pasilor U minus numaérul pasilor D din acel prefix.
Drumul este admis dacd indltimea nu devine niciodata negativa. Notdm cu ¢, numéarul drumurilor
admise de lungime 2n; drumul vid este admis, deci ¢y = 1.

(a) Folositi prima revenire la indltimea 0 pentru a deduce recurenta ¢, = 22;(1) CkCh_1—k»> pentru
n > 1, si ecuatia C(x) = 1 + xC(x)? pentru seria C(x) = im0 X"

(b) Lema rotatiei. Fie wun sir format din n + 1 pasi U si n pasi D. Pentru 0 < k < 2n, rotatia pk(w)
muta primii k pasi ai lui w, in aceeasi ordine, la sfarsitul sirului. Aratati ca exista exact un k
pentru care toate inéltimile lui pk(w), dupa 1,2,...,2n + 1 pasi, sunt strict pozitive. (Priviti
cea mai mica iniltime a lui w si ultimul moment in care este atinsi.)

(c) Deduceti ca cele 2n + 1 rotatii ale lui w sunt doud cate doud diferite. Grupand apoi cele
(Zn:l) siruri dupa rotatii, ardtati cd numarul sirurilor cu toate inaltimile strict pozitive este
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1
2n+1

2n+1 A . . . —
( "n ). Stergand primul pas al unui asemenea sir, obtineti

C, = ! (2n) (n>0).

n+1\n

In jurul unei mese rotunde stau 2n persoane, care dau mana simultan, doua céate doua, fara ca
doua strangeri de mana sa se incruciseze. Aratati cd numarul configuratiilor satisface aceeasi
recurenta ca la (a), cu aceeasi valoare initiala, deci este c,.

S3.8 Zeckendorf: existenta, unicitate, greedy

Fie Fy = 0, F; = 1si Fiy 9 = Fiyq + Fi. O reprezentare admisd a unui intreg N > 0 este o scriere
a lui N ca suma de termeni distincti din lista F, = 1, F; = 2, F, = 3, F5 = 5, ..., fara doi indici

consecutivi; termenul F; nu se foloseste, iar suma vida reprezinta 0.

(a) Pentru N > 0, alegeti cel mai mare F; < N, scadeti-l si repetati cu restul, pana la 0. Aplicati

procedura pentru N = 100 si demonstrati ca ea produce o reprezentare admisa pentru orice
N >o0.

(b) Pentru m > 2, determinati cea mai mare suma admisi care foloseste numai termeni din lista

F,, ..., E, si demonstrati formula gasita.

(c) Demonstrati ca fiecare intreg N > 0 are o singura reprezentare admisa, facand abstractie de

@

ordinea termenilor.
Pentru curiosi. Deduceti din (a)—(c) cd numarul submultimilor lui {2, 3, ..., m} fara doi indici
consecutivi este Fy,,{ si comparati cu S2.4(c).



